ZASKOK Z DISKRETKY

grafojizda

Definice: Graf je stromem, pokud je souvisly (z kazdého vrcholu se da dostat do vSech ostatnich) a
neobsahuje kruznici.

PRIKLAD PRVNI
Dokazte, Ze pro strom plati |E| = |[V| — 1.

PRIKLAD DRUHY
Kolik existuje vrcholu stupné jedna, tzv. listd, ve stromu?

e Nejprve dokazte, ze pro kazdy strom (na aspon dvou vrcholech) je alespon jeden list.

Poznamka: Jakmile toto tvrzeni dokazete, mizete pouzit indukci na stromech pomoci ode-
birani listti: strom 7" obsahuje list v, list odebereme, graf T' — v je stéle stromem.

e Pak dokazte, ze pro kazdy strom s alespon dvéma vrcholy existuji alespon dva listy.
e Nakonec ukazte, Ze kazdy strom obsahuje alespon A listi, kde A je jeho nejvyssi stupen.

PRIKLAD TRETI

Dokazte, ze pridam-li do stromu libovolnou dalsi hranu (nepfidavam novy vrchol, jen spojuji dva
stavajici), tak vznikne préavé jedna kruZnice.

PRIKLAD CTVRTY

Turnaj je orientovany uplny graf. To znamena, Zze pro dané n je T,, graf takovy, ze vezmeme K, a ke
kazdé hrané vybereme jeden smér (fikdme, Ze hranu zorientujeme).

e Naleznéte turnaj na n vrcholech, ktery neobsahuje zéddnou orientovanou kruznici.

e Mé&jme nyni libovolny orientovany graf G ktery neobsahuje Zadnou orientovanou kruznici.
Dokazte, ze potom v G existuje vrchol v, ze kterého nevede zadna hrana. Obsahuje G takeé
vrchol v/, do kterého nevede zadna hrana?

PRIKLAD PATY
Ukazte, ze kazdy strom je bipartitni — to znamena, Ze jeho vrcholy umim nabarvit bilou a ¢ernou
barvou tak, Ze spolu sousedi vZdy jen bilé s ¢ernymi (nikdy ne stejnobarevné).

PRIKLAD SESTY

Predstavme si vSechny grafy, které maji presné k komponent. Ktery z nich ma nejméné hran? A
kolik hran vlastné ma?

PRVNI BONUSOVY PRIKLAD

Definujme dlouhou Hamiltonovskou cestu pro orientovany graf na n vrcholech tak, Ze je to orientovana
cesta na vSech vrcholech zadaného grafu, ¢ili s n vrcholy.

Dokazte, ze kazdy turnaj na n vrcholech obsahuje alesponi jednu Hamiltonovskou cestu jako podgraf.
(Hodi se k tomu napiiklad indukce.)

DRUHY BONUSOVY PRIKLAD

Pokracovani sedmé tlohy. Existuje néjaky turnaj, ktery ma pouze jednu Hamiltonovskou cestu jako
podgraf? Naleznéte jej. Co je zajimaveéjsi, je to, ze takovy turnaj existuje pouze jeden — dokazte, ze
pro kazdy turnaj, ktery nenf stejny jako onen protipiiklad, uz Hamiltonovské cesty existuji alespon

dvé.



