SYLVESTEROVA RANKOVA NEROVNOST

PRIKLAD PRVNI Méjme matice A € R™*" a B € R™P. Zduvodnete nésledujici odhad pro
hodnost jejich soucinu:

r(A)+r(B) —n <r(AB).

Kde r znac¢i hodnost (rank) matice a n zna¢i dimenzi kernelu matice.
Diikaz:

Nejdiive si nerovnost prepiseme za dodatecného predpokladu, Ze mame pouze matice n X n, pomoci
véty z prednasky n = r(A) + n(A) na:

n(A) +n(B) > n(AB).
Pokud = € Ker(B), potom plati Bz € Ker(AB) a tedy také € Ker(AB). Z toho vime, 7ze Ker(B)
je vekrtorovy podporstor Ker(AB).

Potom pokud vezmeme «y,...,q; jako bazi Ker(B), tak ji mizeme doplnit na bazi Ker(AB)
pridanim vektori a1, ..., gy napi. dle Stenitzova lemmatu.

Nyni ukazme, ze pro vsechna 1 <i <1 jsou Bay,; linedrné nezavislé a patii do Ker(A):

e ABayy; =0, jelikoz oy, patii do béaze ker(AB).
e Necht exituje netrivialni lin kombinace, t7:

l
Z Bz‘BOékH = 0.
i=1

Potom ale:

l
B Z Biogyi = Bb.
i=1

Pro vektor b, ktery je lin. kombinaci prvki, které nepatii do Ker(B) a tedy Bb # 0, coz je
SPOR.

Tim jsme ale dokazali, ze n(A) > [ a tim i upravenou nerovnost n(A) + n(B) > 1+ k = n(AB).

Zbyva vyporadat se s maticemi jinych rozmért. Pokud je p ¢i m mensi nez n, tak doplnime pfislusnou
matici nulami do spravného rozméru. Tedy fesime pripad p > n a zaroven m > n.

Potom ale pouZijme na A gaussovu eliminaci, kde dostaneme matici A" := C'A, kde C' je matice
tprav GE. Potom plati r(A) = r(A") z vlastnosti GE a také r(AB) = r(A’'B) = r(CAB), coz plyne
opét z vlastnosi GE. Tedy plati r(A) + r(B) = r(A) +r(B) —n < r(AB) = r(A'B).

Nyni ale mam matici A’ ranku nejvyse n a spodnich m — n fadka jsou samé nuly, které mné vytvori
samé nuly i v matici A’B na spodnich m — n Fadcich, tedy je mohu odstranit aniz bych ovlivnil
hodnost libovolné z matic a ziskat tak matici A” fadu n x n. Potom jiz ale opé&t snadno dosadime do
r(A") 4+ r(B) <r(A"B):

n—n(A")+p—n(B)—n<p-—n(A"B),

n(A") +n(B) > n(A"B).

Coz jiz mame dokazano. O



