2. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Formulace LPcéek a IPéek

PRIKLAD PRVNI S pomoci znalosti z prednagky rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

e Kazda tuloha LP (polynomiélni velikosti) je FeSitelna v polynomialnim case.

e Kazda uloha IP (polynomiélni velikosti) je NP-tézka.

e Kazdou tlohu LP muzeme prevést na ekvivalentni tvar, ktery v podminkach obsahuje pouze
rovnosti.

e Pokud tloha LP nemé maximalizacni klauzuli, jde ji pfevést na rovnicovy tvar a vyfesit
Gaussovou eliminaci.

PRIKLAD DRUHY Pro kazdy zadany problém navrhnéte linearni nebo celo¢iselny program,

VVVVVV

e (Dopravni problém jinak.) V Kocourkové je n pekaren a m obchodi. Kazdy den i-ta pekarna
upece p; rohlikli a j-ty obchod prodéd o; rohlikii. Pfevoz jednoho rohliku z i-té pekirny do
J-tého obchodu stoji ¢;; korun.

Jenze! Praxe v Kocourkové ukézala, ze kdyz i-ta4 pekarna zésobuje j-ty obchod, tak musi pro
tuto trasu zajistit logistiku, kterd je stoji l;;. Logistiku /;; je nutné platit pouze tehdy, kdyz
i-t4 pekarna zéasobuje j-ty obchod nenulovym poc¢tem rohliki, a jeji cena nezéavisi na poctu
pievazenych rohlikt. I nadéle je nutné platit piepravné c;;.

Naleznéte takovou distribuci rohlikii, aby se kazdéa pekarna zbavila vSech rohliki, kazdy obchod
ziskal (préavé) potrebny pocet rohliki a celkové naklady na prevoz byly miniméalni.

e (Prokladani ptimkou.) Mame n boda v roviné. Najdéte pfimku (resp. soufadnice piimky),
ktera minimalizuje sumu verikalnich vzalenosti bodi od vysledné primky. Vertikalni vzdéalenost
je vzdalenost mérena pouze na ose y.

Pro jednoduchost predpokladejte, ze vysledné piimka neni kolma na osu x.

e (Nejkratsi cesta.) Pro zadany neohodnoceny orientovany graf G a dva vyznacené vrcholy s, ¢

navrhnéte linedrni program, ktery spocita délku nejkratsi cesty z s do .

PRIKLAD TRETI M¢jme zadanou matici A, vektor b a linearni funkci f. Z nich muzeme
postavit tfeba tento celociselny program C"
max ¢! &
Ax <b
z e {0,1}"
Mizeme z nich ale postavit také nasledujici linearni program L:
max c’
Ax <b
z € [0,1]"

Predpokladejme, Ze oba programy jsou fesitelné. Pojmenujme jedno optimélni feSeni celoc¢iselného
programu x5 a jedno optimélni feSeni linedrniho programu x; . Dokazte, Ze plati nasledujici nerovnost:

oy, <.

PRIKLAD CTVRTY  NP-t&7ky problém VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI je zadany nasledovné:

Vstup: Neorientovany graf G s nezadpornymi realnymi vahami na vrcholech, zadanych funkei w :

V(G) = Ry.



Cil: Najit podmnozinu vrchola S takovou, Ze kazda hrana e € F(G) ma alespon jeden koncovy
vrchol v S (fikdme, Ze vrchol pokryje tuto hranu, odtud vrcholové pokryti).

Ze vSech takovych podmnozin S hledame tu, kterd ma nejmens? vdhu, ¢ili nejmensi soucet ) o w(s).

Navrhnéte celo¢iselny program s proménnymi x € {0,1}, ktery najde optimalni feSeni problému
VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI.

PRIKLAD PATY Minule jsme na cvi¢eni ukazovali 2-aproximaci nevazeného vrcholového
pokryti. Zkuste vymyslet, jak vyuzit predchozich dvou piikladi k tomu, abychom nasli 2-aproximaci
problemu VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI.

PRIKLAD SESTY Student Josef K. dostal na cviceni z Optimalizace zadany tkol:

Navrhneéte celociselnyy program pro problém obchodniho cestujiciho, ¢ili pro dany ohodnoceny graf
G=(V,E,[), kde f : E — R{, chceme najit Hamiltonovskou kruznici s nejkratsi délkou.

Josef K. navrhuje nasledujici feSeni:

»Pro kazdou hranu wv mame proménnou z,, € {0, 1}, cilova funkce je min)_ . f(uv)xy, a pro
v 1. ) . . «“
kazdy vrchol u médme podminku } =, . p Tui = 2.

Funguje feSeni Josefa K.? Pokud ano, zduvodnéte, pokud ne, zduvodnéte a jesté vymyslete lepsi.

PRIKLAD SEDMY

1. Naleznéte matici A € Z™*™ se vSemi ¢isly mezi [—10, 10] takovou, ze Gaussova eliminace (prevod
na trojuhelnikovou matici) v néjakém kroku nebo na konci vytvoii ¢islo velké exponencialng,
¢ili Q(2m).

2. Mejme celociselnou matici B € Z™*" se vSemi ¢isly v intervalu [—k, k|. Zkuste vymyslet odhad
na velikost dvojkového zapisu determinantu matice B. Je velikost zapisu tohoto ¢isla v dvojkové
soustavé polynom, nebo exponenciela v n?

3. Z predndsky: Navrhnéte, jak lze zajistit, aby Gaussova eliminace byla opravdu polynomialnii
tedy i ve velikosti ¢isel na vstupu.



