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Základńı věta

Věta 2.1—Základńı věta: V každé konečné kombinatorické hře bez remı́z existuje
bud’ vyhrávaćı strategie pro prvńıho nebo pro druhého hráče.

D̊ukaz: Prvńı hráč A má tahy do pozic G1,⋯,Gn.

Podle indukce:

Bud’ ∀Gi vyhraje hráč B → vyhraje B.

Nebo ∃Gi vyhraje hráč A → vyhraje A.

Q.E.D.

Jaké potřebujeme předpoklady?

Konečná hra (konč́ı po ≤ C taźıch a nějak dopadne.) Formálně tedy indukce postupuje
dle C.

Plat́ı věta i pokud je hra nekonečná?

př: Divná hra Hráči stř́ıdavě ṕı̌śı 0 a 1, A ⊆ (0,1). Prvńı hráč vyhraje,
pokud takto zapsané desetinné č́ıslo č ∈ A. Druhý hráč vyhraje, pokud č ∉ A. Pokud
předpokládáme axiom výběru, tak věta neplat́ı pro nějakou volbu A. Bez DK.

Základńı věta pro zaujaté hry. Hráči L (Levý)a R (pRavý).

Věta 2.2—Existence vyhrávaj́ıćı strategie: V každé zaujaté kombinatorické hře
bez remı́z existuje bud’ vyhrávaćı strategie pro prvńıho (Vyhraná), pro druhého
(Prohraná), pro Levého nebo pRavého hráče.

D̊ukaz: Použijeme větu 2.1 dvakrát.

Zač́ıná L a vyhraje bud’ L nebo R.

Zač́ıná R a vyhraje bud’ L nebo R.

Rozborem př́ıpad̊u nastává jedna z možnost́ı P, V, L nebo R vyhraje.

Q.E.D.

Definice 2.3—Definice hry : Hra G je definována: G = {GL ∣GR }, kde GL = {GL∣
hráč L může z G táhnout do GL} a GR = {GR∣ hráč R může z G táhnout do
GR}.

Definice 2.4—Tř́ıdy her :

vyhrané pro Levého G ∈ L ⇔ (Levý začne ⇒ L vyhraje)∧ (pRavý začne ⇒
L vyhraje)

vyhrané pro pRavého G ∈ R ⇔ (Levý začne ⇒ R vyhraje) ∧ (pRavý začne
⇒ R vyhraje)
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Obrázek 1: Zaujaté hry – tabulka

Obrázek 2: př: množina hry Domineering

Vyhrané pro zač́ınaj́ıćıho G ∈ V ⇔ (Levý začne ⇒ L vyhraje) ∧ (pRavý
začne ⇒ R vyhraje)

Prohrané pro zač́ınaj́ıćıho G ∈ P ⇔ (Levý začne ⇒ R vyhraje) ∧ (pRavý
začne ⇒ L vyhraje)

Definice 2.5—Strom hry : Strom hry je strom pro něhož plat́ı: lev́ı synové jsou
tahy levého hráče a prav́ı synové tahy pravého hráče.

Minimax Algoritmus minimaxu využ́ıvá strom hry, kde jednotlivé hry (uzly stromu)
jsou odspodu ohodnoceny a zařazeny do množin L,R ,V nebo P . Ve skutečných hrách
př: šachy je hra v listech stromu ohodnocena nějakou funkćı, protože strom procháźıme
jen do určité hloubky a nemůžeme uzly zařadit s jistotou do jedné množiny – provád́ıme
heuristiku.

Maize/Maze – Bludǐst’átko/Bludǐstě Hráči táhnou kamenem (popř. kameny)
na šachovnici postavené na jeden roh, kde je vytvořeno bludǐstě z překážek. Levý hráč
posunuje kámen doleva dol̊u, pRavý hráč doprava dol̊u. Hráč, který nemá tah, prohrál.

Maize Hráč může táhnout pouze o jedno pole.

Maze Hráč se může rozhodnout, zda bude táhnout o jedno nebo o v́ıce poĺı.

Odč́ıtaćı hra Máme zadané č́ıslo. Levý i pRavý hráč ve svém tahu vždy odečte
jedno svoje č́ıslo. př: hra {1,2∣2,3}
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Obrázek 3: př: hry Domineeringu r̊uzných typ̊u(L,R ,V ,P )

Obrázek 4: př: Strom Domineeringu

Obrázek 5: př: vyhodnocený Strom Domineeringu
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Obrázek 6: př: vyhodnocený Maize

Obrázek 7: př: vyhodnocená odč́ıtaćı hra

Jak dokázat, že se ohodnoceńı jednotlivých her periodicky opa-
kuje? Použijeme chytře indukci. Muśıme si vypoč́ıtat tolik počátečńıch př́ıpad̊u,
abychom poté mohli ukázat, že se rozhodujeme pouze z nějakých předchoźıch her, a že
pro nová rozhodnut́ı se budeme d́ıvat na stejné předchoźı hry jako v IP. př: V indukci
koukáme na 2. blok a v této konkrétńı hře záviśı pouze na předchoźıch 3 pozićıch.
Podle nich vyplňujeme tabulku. Jedná se však o stejnou situaci jako předtim, když
jsme se koukali na předchoźı 3 bloky. (viz. obrázek)

Nestranné hry

Definice 2.6—Nestranná hra: Hra G je nestranná ⇔ ∀G′ ∈ GL je nestranná ∨
oba hráči maj́ı stejné tahy (GL = GR ).

př: Kdyby byly stejné odč́ıtaćı množinky u odč́ıtaćı hry.

Pozorováńı 2.7—Odč́ıtaćı hra je nstranná: Každá odč́ıtaćı hra bude typu V

nebo P .

D̊ukaz:

4



Necht’ G ∈ L ⇒ ∃ vyhrávaćı strategie pro Levého hráče.

Pokud pRavý hráč použije stejnou strtegii, tak vyhraje ⇒ SPOR

Q.E.D.

V Praze dne 31. ledna 2011 zapsal Tomáš Masař́ık. Na opravách spolupracoval
Martin Koutecký. Verze 1.2
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